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Exercice 1

1) On considere dans C I’équation :

(B) 22—(1-vV2)22+(1-v2)2-1=0

a) Vérifier que

VzeC) 22—(1-V2L2+(1-V2)z—-1=(2=1)(22+2v2+1)
b) Résoudre dans C I'équation (F)

2) Dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé (O;; ¢) on considere les points
A, B et D d’affixes respectives :

2
a:—g(l—i); b=1letd=a+1

a) Déterminer la mesure de l'angle de la rotation R de centre O et qui transforme le
point B au point A

b) En déduire la nature du triangle OAB

¢) Montrer que le point D est I'image du point B par la translation T' du vecteur OA
d) En déduire que le quadrilatere OADB est un losange

3) On considere le point €2 d’affixe w = § et soit (I') 'ensemble des points M d’affixe z tel
que :

212> —az —az =0
a) Vérifier que les points O et A appartiennent a (I")

b) Montrer que (I') est un cercle dont on déterminera un diametre
Exercice 2
On considere la suite (u,),>1 définie par :

2un tout n € N*
our tout n
1+ 2u, P

uy =

! t

— et Uy =
5 +1
1) a- Vérifier que :

1

Upy1 = 1 — our tout n € N*
1 14 2u, p

b- Montrer par récurrence que :

1
Vn € N*, O<un<§
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2) Montrer que la suite (uy,),>; est convergente.
3) Soit (vy,)n>o la suite définie par :
3™ uy,

= our tout n € N*
2u, — 1 P

Un

a- Montrer que (v,),>1 est une suite géométrique de raison ¢ = 6 puis écrire v, en
fonction de n.

b- Montrer que :
1

— W pour tout n € N*

Up

puis calculer lim wu,
n—+00

c- Soit (wy,)n>1 la suite définie par :
w, = e"* pour tout n € N*

Calculer lim w,
n—-+4o0o

Exercice 3

Dans l'espace rapporté a un repére orthonormé direct (0,;7 7 E) on considere les points :
A(0,2,1), B(1,1,0) et C(2,1,1) et le plan (P) d’équation : x + 2y — 2+ 3 =0
1) a) Montrer que : ABANAC = —i— 27 +k et calculer Daire du triangle ABC
b) En déduire que : x 4+ 2y — z — 3 = 0 est une équation cartésienne du plan (ABC)
c) Montrer que les plans (P) et (ABC') sont paralleles
2) Soit (S) la sphere tangente au plan (P) et tangente au plan (ABC') au point A

V6

a) Calculer la distance d(A, (P)) puis en déduire que le rayon de la sphere (5) est 5

b) Donner une représentation paramétrique de la droite (D) passant par le point A et
perpendiculaire au plan (P)

c¢) Vérifier que :"E(—1,0;2) est le point d’intersection de la droite (D) et du plan (P)

1 3
d) Montrer que le centre de la sphere (S) est (—5, 1, 5)

Exercice 4

Une urne contient trois boules blanches numérotées 0; 1; 2 et deux boules noires numérotées
1;2 (Toutes les boules sont indiscernables au toucher).
On tire au hasard successivement et sans remise deux boules de I'urne.

1) On considere les deux événements suivants :

— A : 7Obtenir deux boules portant le numéro 1”
— B : ”La premiere boule tirée est blanche”

1

a) Montrer que : p(A) = 0
1
b) Calculer p(B) et montrer que : p(AN B) = 20

c) Les événements A et B sont-ils indépendants ?

2
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2) Soit X la variable aléatoire qui représente le produit des nombres portés par les deux
boules tirées.

a) Recopier et compléter le tableau suivant (en justifiant les réponses) :

p(X =)

b) Calculer I'espérance mathématique de la variable aléatoire X

Probleme :
Partie I
On considere la fonction numérique h définie sur R par :
hz)=2+x+e "

1) a) Calculer 2'(z) pour tout = de R
b) Montrer que la fonction h est décroissante sur | — oo; 0] et croissante sur [0, +oo]
¢) En déduire que h(xz) > 0 pour tout z de R

Partie 11
On considere la fonction numérique f définie sur R par :
f@) 2+ (g ~1) et

-

et soit (C) la courbe représentative de|f dans un repere orthonormé (0;7; 7).

1) Calculer les limites suivantes :

lim f(z) et lim f(z)
T——00 T—r+00
2) Soit (A) la droite d’équation y = g
a) Montrer que (A) est une asymptote oblique de (C') au voisinage de 400
b) Etudier la position relative de (C') par rapport  (A)

3) Etudier la branche infinie de (C) au voisinage de —co

1 .
4) a) Montrer que : f'(x) = §e_§h <_§> pour tout réel

b) Dresser le tableau des variations de f
3
¢) Montrer que I’équation y = 5%~ 1 est une équation cartésienne de la tangente (7'
a (C') au point d’abscisse 0

5) Montrer que la courbe (C') coupe I'axe des abscisses en un seul point d’abscisse « telle

que :
1
—<a<l
5 <@
" (:E — 6) -z z
6) a) Montrer que f’(z) = g ¢ ? pour tout réel x
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b) En déduire que la courbe (C') admet un point d’inflexion I dont on déterminera les
coordonnées

7) Construire la courbe (C) et la droite (A) dans le repere (0;7; )

8) a) Montrer que la fonction f admet une fonction réciproque f~! définie sur R
b) Calculer (f~1)'(—1)
¢) Construire la courbe (C) de la fonction f~! dans le repére (0;7; 7)

9) Soit A l'aire de la partie du plan délimitée par la courbe (C), la droite (A), I'axe des
ordonnées et la droite d’équation x = «

a) Montrer que : f(z) — % =1+e 2 —2f'(x) pour tout réel x
2
a

cm?

b) En déduire que : A =

2—«

Correction

Corrige exercice 1 :

1.a)

On doit vérifier que :
P (1-V2)2+(1<V2)z—1=(2—1)(2+V22+1)
On a:

(z—D(224+ V24 1) =22+ V22 42— 22— V221
=S4+ (V2-122+(1-V2)z—1
=2 - (1-v2)22+(1-v2)z -1

1.b) Résolution de 1’équation (E)

(B): (z—=1(z>+vV224+1)=0
z—1=0=2=1
224V2241=0

Le discriminant :
A=W2)2—4x1x1=2—4=-2

Les solutions sont :

—V2+iV2 V2 V2
=== —— 11—
2 2 2

Solution finale :

2 Y
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2.a) Angle de la rotation R

Affixes :
a=—L2(1—i)=—¥2 ;L2
b=1

La rotation R de centre O transforme B en A :
a=c?xb=¢c?=q

L’angle 6 vérifie :

V2 V2
cos = ———, sinf = —
2

9:?% 27

2.b) Nature du triangle OAB

OA = la = (—\/75) +<§> =1

OB = |b| =1

Le triangle OAB est isocele en O avec :

2.c) Image de B par translation
D est défini par d = a + 1. La translation T' de vecteur E)l transforme B en :
bt+a=14+a=d

Donc :

D =T(B)

2.d) Nature du quadrilatere OADB
On vérifie :
i) OA=0B = AD = BD =1 (tous les cotés égaux)
ii) Les cotés opposés sont paralleles
‘OADB est un losange‘

3.a)
Equation de (T) :
212> —az —az =0
— Pour z =0 (point O) : 0=0=|0 € (T)
— Pour z = a (point A) :

al* —a@ —aa=2x1—-1-1=0

=|Ae(T)
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3.b)

Réécriture de I'équation :
222 —az—az=0

zf—gi—gz:O
2 2
a |al
z——=| = —
- ()
al _ la|
z2—=|=—=
2 2
C’est I’équation d’un cercle :
a V22
— Centre : Q) d’affixe | - = —— —1—
entre affixe | o 1
|al
7R c —
ayon : | =
I
S D

N B

Corrige exercice 2 :
On considere la suite (uy,),>1 définie par :
2u

(A1 5 [§ Unpa1 1+ 2un n e

1) a)
1 (14 2u,)—1 2uy,
v N* 1 — = — —
"e T+2u,  1+2u, 1+ 2u,

conclusion : .

Vne N U, =1-— )
" et 1+ 2u,

Un+1-
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b)

Montrons par récurrence que :

1
Vn € N, 0<un<§.

Initialisation : Pour n =1, uy = % est vrais car 0 < % < %
Hérédité : Supposons 0 < u,, < % Alors :

1. Positivité de u,

Uy, >0
2u, >0
14+2u,>1>0
2u,
14 2u,
Donc  tupiq >0

>0 (car quotient de nombres positifs)

2. Majoration par %

Up <

A
D= N o

2uy,
1+ 2u, <
1
1+ 2u,
-1 —1
14 2u, 2
-1 —1
14 2u, 2
1
1—
1+ 2u,

1+

Donc  upiq <

N — N =

Conclusion

Par le principe de récurrence, pour tout n € N*, on a bien :

1
0<u, <=
Un =75
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2) Convergence de la suite

Calcul de la différence u,,1 — u, :

( 2uy,
Up41 — Up :1—|—2'LL = Un
 2up — (1 + 2u,,)
Vn € N*: QU —1’LL+ 2_u§u2
- 1+ 2u
Cup(l— 2un73
\ 1+ 2u,
Analyse du signe :
Uy > 0
1+ 2u, > 0 (car u, > 0)
1 —2u, >0 (car u, < 3)
On en déduit : (1 2u)
Up (1 — 2u,
1 Ton S, >0 donc uppp — uy >0

Conclusion :
— La suite (u,,) est strictement croissante
— Elle est majorée par %

Donc (u,,) est convergente

3)
Soit (v,,) définie par :

3y,
C 2u, — 17

a)
Vn € N* .

Uyt 3" MUy 2u, — 1

Un+1 (2un — 1)
U (2Un41 — 1)

() 2w —1)

=3 X (en simplifiant les puissances de 3)

=3 X 5 (en substituant w,1)
wn (2% 2~ 1)
2up (2un—1)

Ay —(142uy)
Un, ( 1+2un )

2un, (2u, — 1) 1+ 2u,

=3 X 1120, X w2, —1) (inversion du dénominateur)
2u, (2u, — 1 1+ 2u, o .
—3x (2u ) X +ou (simplification)
1+ 2u, U (2u, — 1)
=3x2
=6
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Ainsi, v, = 6v, et v; = —1, donc :
v, = —6""1.
On part de la définition de v, :
3"u,
U =
" 2u, —1

Multiplions les deux cotés par (2u, — 1) :
un(2u, — 1) = 3"u,
2Up Uy, — Uy, = 3" Uy,
Regroupons les termes en wu,, :
2Up Uy, — 3" Uy, = Uy,
U (2u, — 3") = uy,

On isole u,, :

un
Up =
2u, — 3"
Comme u,, est géométrique de raison 6 :
Up =up X 671 = ="t
Substituons dans ’expression :
_6n—1 _6n—1

un: =

2(_6n—1) - 3n ~9. 6n—1 — 3n
Multiplions numérateur et dénominateur par —1 :

6n—1
2 ,6n—1 +3n

Up =

Divisons numérateur et dénominateur par 6" ! :

Simplifions 6;?’—: :

6n71
On obtient donc :

Limite :

¢) Suite (w,)

Soit w,, = e¥~. Alors :
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Corrige exercice 3 :

1.a)
On a:
1 2
AB=|-1], ac=[-1
-1 0
Le produit vectoriel est donné par :
i ]k
ABAAC=|1 =1 -1
2 -1 0
- e S A ) _1+E1 -1
-1 0|2 0 2 —1

=i[(—1) x 0 — (=1) x (=1)]
—j[1x0—(=1) x 2]
+E[1x (1) = (=1) x 2]
— (0 —1) = J(0+2) + k(-1 2)
——i—2j+k

Finalement :

ABAAC. = 71— 2j+F

Aire du triangle ABC :

A= HABNACY) - LT T = Y

| S

-AABC =

1.b) Equation du plan (ABC)
Le produit vectoriel donne un vecteur normal au plan :

-1
i= -2
1

Equation du plan :
—1(x—0)—2(y—2)+1(z—1)=0
—r—=2y+44+2—-1=0
‘x+2y—z—3=0‘

10
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1.c) Parallélisme des plans

Plans :
— (ABC):2+2y—2-3=0
— P):zx+2y—2+3=0

Vecteurs normaux :
1 1

fapc= | 2 |, ip=1| 2
—1 —1

Les vecteurs normaux sont colinéaires donc les plans sont paralleles.

(ABC) || (P)

2.a) Distance et rayon de la sphere

Distance de A a (P) :

0+2x2—-1+3] 6 _ 6
VP21 (-1 /6

(A, (P)) =

La sphere est tangente aux deux plans paralleles, done son diametre vaut cette distance.

6
Rl V6
2
2.b) Droite perpendlculalre (P)
Vecteur directeur de (D) : 7ip =
Représentation paramétrique :
=0+t
(D):{y=2+2t teR
z=1-1

2.c)

On cherche t tel que :
t+2(242t)—(1—-t)+3=0
t+4+4t—-14+t+3=0
6t+6=0=>1t=-1

Donc :
r=0+(-1)=-1
Edy=2+2(-1)=0
r=1—(-1)=2

E(-1,0,2)

11
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2.d) Centre de la sphere
Le centre € est au milieu de [AE] :

<O—1 2+0 1—|—2)

Q ) Y
2 2 7 2

Vérification du rayon :

|1AG) :\/<—%)2+(—1)2+ (%)2:\/}1%: gzg

Corrigé exercice 4

1) Probabilités des événements

L’urne contient 5 boules au total :
3 boules blanches numérotées 0, 1, 2
2 boules noires numérotées 1, 2

Nombre total de tirages possibles (sans remise, ordre important) :

A2 =5x%x4=20

a) Calcul de P(A)

Evénement A : 7 Obtenir deux boules portant le numéro 1”
Il y a 2 boules portant le numéro 1 dans 'urne (une blanche et une noire).
Nombre de cas favorables :

A3 =2x1=2
Probabilité :
2 1
PA) == =|—
20 |10

b) Calcul de P(B) et P(AN B)

Evénement B ”La premitre boule tirée est blanche”
Nombre de cas favorables :
3x4=12

(3 choix pour la premiere boule blanche, puis 4 boules restantes)

py—2_[2
20 5
Evénement AN B : "La premiere boule est blanche ET les deux portent le numéro 17
Seul cas possible : - Tirer d’abord la boule blanche numéro 1 - Puis tirer la boule noire
numéro 1
Nombre de cas favorables : 1
Probabilité :

PUANB) = oo =| o

12
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c) Indépendance des événements

On vérifie : )

3
X _
10

221 puanp

P(A) x P(B) = = # o

ot W

Conclusion :

’Les événements A et B ne sont pas indépendants‘

2) Variable aléatoire X
a) Loi de probabilité de X
Produits possibles z; : 0, 1, 2, 4

ol = O

[SARI N\

—
c>|""

b) Espérance mathématique

| | 2 1
E(X)=0xX = 41X —+2%2+4x —
(X)=0xg+Ixqp+2xs+d X
1 4 2 .1 8 4 13

EX: _ — —_ = — —_ c< o = —
(X) O+1O+5+5 10 10+1O 10

E(X)=1,3

Corrigé probleme

Partie I : Etude de la fonction h

1l.a) Calcul de la dérivée

Pour tout z € R :
hz)=2+z+e"

h’(x):0+1—e_$:

1.b) Variations de h

— Pour z < 0:
et>1=h(r)=1-e7"<0
Donc h est |décroissante | sur | — oo; 0].
— Pour 2 > 0:

et<l=hr)=1-e">0

Donc h est sur [0; 4-o0.

— Enz=0:
h'(O)zl—le

13
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1.c) Signe de h

Le minimum de A est atteint en z =0 :

h(0)=2+04+1=3>0

Comme h est décroissante sur | —o0o; 0] et croissante sur [0; +o0[, elle reste toujours positive :

Ve € R h(x) >0

Partie II : Etude de la fonction f

1. Calcul des limites

fz) = g—l— <g - 1) e 3
— Limite en —oo : Posons X = —% — +00
. . . . . . X _ . A . . X

donc :
lim f(z)=—o0

T——00

— Limite en +o0 :
x—+Foo 2 2

Z r _=z _=z
2

A N 5 2T

T—+00 2

1
lim X+ —e ¥ =+
X—+o0 e
X
donc :
lim f(x)=+o0
T—+00
2. Asymptote oblique (A)
a)
. x . x _z
Jim () = 5= T (5 1)
Jim 1) =) = Hm Genh —e?
lim [f(@) ~ 2] = Jim - —e ¥ =0
R T

Donc | (A) est asymptote a (C') au voisigane de + oo

14
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b) Position relative
X €T _z
G

— Pour x > 2 : positif

— Pour x < 2 : négatif
(C) est au-dessus de (A) sur |2; +o00[ et en-dessous sur | — oo; 2]

3. Branche infinie en —oco

. T . 1 1 1 s
lim — = lim -+ [(=-——-]e 2=+
T——00 I z——00 2 2 T

Donc branche parabolique suivant 1’axe des ordonne au voisinage de —oo.

4)
a)
Pour tout z € R :
1 _x ]. xZ _Z
= (— — 1) e 2

b) Tableau de variations
Comme h > 0 et ez >0, f/(x) > 0.donc f est |strictementcroissante| sur R

x —00 “+00
f'(2) +
f(2) +00
—00

c) Tangente en =0

1 3
'0)==x1xh(0)==x3==
F(0) =5 X 1xh(0) = 5 x 3 =5
Equation tangente :
3
yzim—l

3
(T):y= 3%~ 1 est bien la tangente en x = 0

15
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5) Point d’intersection avec Ox

f(1/2) =~ —0.46 < 0
f1)=021>0
Et puisque f est strictement croissant, Par le TV, il existe un unique « E]%; 1] tel que f(a) =0
6)

a) Pour tout z € R :

f”(JT) _ 8 6_%,
P =5
b)
La dérivée seconde s’annule en :
-6 s
f"(z)=0= Ig e2=0=>2x=6

Calcul de f(6) :

2

La courbe (C) admet donc un ‘point d’inflexion en :

f(6):g—|—(§—1> e =3+27?

1(6,3+2¢7%)

16
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7)

— f(=)

8)
a) On sait que :
f est dérivable sur R
fl(z)=1e"2h (=) > 0 pour tout € R

Ainsi, f est strictement croissante et continue sur R. De plus :

lim f(x) =—oc0 et lim f(z) =400

T—r—00 T—r+00

Donc f admet une fonction réciproque f~! définie sur R.

b) Calcul de (f~!)'(—1)

“1y(y) = on y=f(z
Y0 = s oy =)

On cherche z tel que f(x) = —1. On reconnait f(0) = —1.
Calculons f/(0) :

3
1(0) = 3 (démontré précédemment)

Donec :

17
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9)
a)on a:
=3+ (51)
-3 1)
et : / 1 1. .
f(a:):§+§e P gee
2f () =1+e 2 —ge_g

N8

z xr z z x
l+ed—2f(@)=Zef—e i = (T -1)e
+e 2 —2f(x) g€ e 5 e

On a bien 'égalité : | f(z) — g —1+e 2 —2f(x)

b) Calcul de l’aire A

L’aire est donnée par :

Az/j(f(x)—%)dx

AZ/a (14 e"2=2f"(z)) dx

0
= [a: ~ 277 — 2f(x)}g
= a— 2 2 =2f(a)— (0 —2—2f(0))
Or f(a) =0 (car « est le point d’intersection avec I'axe des abscisses) et f(0) = —1 :
A=a—272 —04+2+2
—a+4—22

En utilisant 'expression de f(a) =0 :

En substituant :

A=a+4—2<2fa>
a2-a)+42-a) -2

2—«
B 200 — o? + 8 — 4o — 2a
n 2 —«
_ 8—da— a?
N 2—«
o2
Apres simplification on obtient : | A = 7o cm?

18



